
Ｐ
Ｑ

Ｏ

Ｏ'

Ｑ'

b

a-a x'

ＢＡ

 物理プリント（反射・屈折の挑戦編）解説   
 反射の法則  証明（「波は最短時間のコースを通る」を使って）
　　幾何学による方法（三角形の２辺の和は他の一辺より長い）

反射面 ＡＯＢ に対して、点Ｑ の対称点をＱ' とする。

⊿ＱＯ'Ｂと⊿Ｑ'Ｏ'Ｂ において、対応する２辺が等しい直角三角形

は合同である。したがって、対応する辺の長さは同じになるので、Ｏ

'ＱとＯ'Ｑ' は等しい。したがって、ＰＯ'＋Ｏ'Ｑ＝ＰＯ'＋Ｏ'Ｑ になる。

また、∠ＱＯＢ＝∠Ｑ'ＯＢである。したがって、ＰＯＱ'は直線になる。

したがって、⊿ＰＱ'Ｏ'　において、三角形の二編の和は他の一辺よ

り長いことから、ＰＯ'＋Ｏ'Ｑ'＞ＰＱ'＝ＰＯＱ である。したがって、最

短コースは　ＰＯＱであることが分かる。したがって、入射角と反射

角は等しい。

　　数式による方法（微積分による方法）

　速さが同じなので最短時間のコースは最短距離であればよい。したがって、PO'Q のコースの長さを最小とす

る O'を求めれば良い。　ピタゴラスの定理（三平方の定理）より   22PO' bax  、   22QO' bax 

だから、コースの長さを y とすると、

    2222QO'PO' baxbaxy  だ。

yを xの関数として最小値求めるために関数 yを微分する。

また、  
x

x
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1'
 であるので、yを xで微分すると、   
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 だから、

これを整理して、
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分母は常に正であるので、分子のみを取り出すと、　         2222 baxaxbaxaxA 
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ここで、図より、x の変域は axa  として一般性を失

わないので、最後に示した A の分母は常に正になる。した

がって、関数 y の増減表は右のようになり、最小値は x=0

のところになる。したがって、入射角 i と反射角 r は等しくな

る。（
22

sin
ba

ai


 、
22

sin
ba

ar


 であるので、 ri sinsin  だから、i = r　になる。）

x x<0 0 0<x
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y 減少 最小値 増加
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 物理プリント（屈折の挑戦編） 解説   
 屈折の法則  証明（「波は最短時間のコースを通る」を使って）

0y  での速度 1v 、 0y  での速度 2v  とする。

ＰＲの距離は   22 bxa  、ＲＱの距離は   22 bxa   だ

から、
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  で光がＰからＱに達

する。Ｒ点の位置を変化させたときにこれが最小になればよい（［フ

ェルマーの原理］波は最短時間のコースを通る）。　x で微分すると

から 、
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より、微分係数ゼロのとき（最大？最小？）は         022
010

22
020  bxavxabxavxa

のとき極値だから、
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 とかける。 これは、スネルの法則（屈折の法則）

2

1

v
v

r
i


sin
sin  に一致しているので、このとき最小値であることを示せば証明は終わる。 ここで、 0X の領域

で  
22 BXC

XXF


  （ 0C ） の関数を考える。  
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X
BC

XF  とかけるので、X が増加する

につれて分母が減少する。したがって、  
22 BXC

XXF


  は単調増加関数である。したがって、 0xx 

の と き 　
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 だか ら 、
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xaT ' 　 0xx   の

と き 　
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 だ か ら 、
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xaT '  より、

0xx   のとき、減少、 0xx   のとき増加するので、 0xx   のとき最小値をとることを示している。
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